BACCALAUREAT GENERAL

SESSION 2018

MATHEMATIQUES

Série : S

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures. — COEFFICIENT : 9

Ce sujet comporte 7 pages numérotées de 1 a 7.

L'usage de tout modele de calculatrice, avec ou sans mode examen, est autorisé.

Le sujet est composé de quatre exercices indépendants.
Le candidat doit traiter tous les exercices.

Dans chaque exercice, le candidat peut admettre un résultat précédemment donné dans le
texte pour aborder les questions suivantes, a condition de I’indiquer clairement sur la copie.

Le candidat est invité a faire figurer sur la copie toute trace de recherche,
méme incompléte ou non fructueuse, qu’il aura développée.
Il est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
seront prises en compte dans I’appréciation des copies.
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Exercice 1 (6 points)
Commun a tous les candidats
Soient f et g les fonctions définies sur ]0; +oo| par

flx)=e~

et

1 _
g(x) =x_2e

1
X
respectives.

On admet que f et g sont dérivables sur ]0; +oo[ . On note f’ et g’ leurs fonctions dérivées
Cr et Cy, sont donnees ci-dessous :

Les représentations graphiques de f et g dans un repére orthogonal, nommées respectivement
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Partie A - Conjectures graphiques

10

Dans chacune des questions de cette partie, aucune justification n’est demandée.

1. Conjecturer graphiquement une solution de 1’équation f(x) = g(x) sur ]0; +oo.

2. Conjecturer graphiquement une solution de 1’équation g'(x) = 0 sur ]0; +oo.
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Partie B - Etude de la fonction g
1. Calculer la limite de g(x) quand x tend vers +oo.
2. On admet que la fonction g est strictement positive sur |0; 4+oo[.
Soit h la fonction définie sur ]0; +oo[ par h(x) = ln(g(x)).
a. Démontrer que, pour tout nombre réel x strictement positif,

—1—-—2xlnx
h(x) = ——

b. Calculer la limite de h(x) quand x tend vers 0.

c. En déduire la limite de g(x) quand x tend vers 0.

3. Démontrer que, pour tout nombre réel x stricterlnent positif,
g'(x) = —e_f(i: 20

4. En déduire les variations de la fonction g sur ]0; +oo].

Partie C - Aire des deux domaines compris entre les courbes C; et C,
1. Démontrer que le point A de coordonnées (1; e™1) est un point d’intersection de Cy et Cg.

On admet que ce point est I’'unique point d’intersection de Cr et Cgy, et que Cy est au-
dessus de C,4 sur I’intervalle ]0; 1] et en dessous sur I’intervalle ]1; +ool.

2. Soient a et b deux réels strictement positifs. Démontrer que

S

’ 1

3. Démontrer que

Li_r)r(l)L (f(x) —g(x))dx =1—2e7!

4. On admet que

1 b
tim [ (760~ g@)ax = tim_ [ (o) - FG0)d

Interpréter graphiquement cette égalité.
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Exercice 2 (3 points)

Commun a tous les candidats

Une ¢épreuve de culture générale consiste en un questionnaire a choix multiple (QCM) de
vingt questions. Pour chacune d’entre elles, le sujet propose quatre réponses possibles, dont
une seule est correcte. A chaque question, le candidat ou la candidate doit nécessairement
choisir une seule réponse. Cette personne gagne un point par réponse correcte et ne perd
aucun point si sa réponse est fausse.

On considere trois candidats :

Anselme répond complétement au hasard a chacune des vingt questions.
Autrement dit, pour chacune des questions, la probabilité qu’il réponde correctement est

. .1
¢égale a 20
Barbara est un peu mieux préparée. On considére que pour chacune des vingt questions,

s s , 1
la probabilité qu’elle réponde correctement est de 2

Camille fait encore mieux : pour chacune des questions, la probabilité qu’elle réponde

r b 2
correctement est égale a 3

. Onnote X, Y et Z les variables aléatoires égales aux notes respectivement obtenues par

Anselme, Barbara et Camille.
a. Quelle est la loi de probabilité suivie par la variable aléatoire X ? Justifier.

b. A I’aide de la calculatrice, donner I’arrondi au milliéme de la probabilité
P(X = 10).

Dans la suite, on admettra que P(Y > 10) = 0,588 et P(Z = 10) = 0,962.

2.

On choisit au hasard la copie d’un de ces trois candidats.
On note A, B, C et M les événements :

e A: «lacopie choisie est celle d’Anselme » ;
B : « la copie choisie est celle de Barbara » ;
C : «la copie choisie est celle de Camille » ;

e M: «la copie choisie obtient une note supérieure ou ¢gale a 10 ».
On constate, apres 1’avoir corrigée, que la copie choisie obtient une note supérieure ou
¢gale a 10 sur 20.

Quelle est la probabilité qu’il s’agisse de la copie de Barbara ?
On donnera I’arrondi au millieme de cette probabilité.

18MASSNC1 Page : 4/7



Exercice 3 (6 points)

Commun a tous les candidats

Soit ABCDEFGH le cube représenté ci-dessous.

On considére :
e Iet] les milieux respectifs des segments [AD] et [BC] ;

[ ]
e Q le milieu du segment [FG].

On se place dans le repere orthonormé (A; %ﬁ, %E, %E)
Dans tout I’exercice, on pourra utiliser les coordonnées des points de la figure sans les
justifier.
On admet qu’une représentation paramétrique de la droite (I]) est
X=r
y=1, reR
z=0

1. Vérifier qu’une représentation paramétrique de la droite (PQ) est

x=1+4+t
y=t , teR
z=1+4+t
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Soient t un nombre réel et M (1 + t;t; 1 + t) le point de la droite (PQ) de paramétre t.

2.
a. On admet qu’il existe un unique point K appartenant a la droite (I]) tel que
(MK) soit orthogonale a (I]).
Démontrer que les coordonnées de ce point K sont
(1+¢t;1;0).
b. En déduire que MK = V2 + 2t2.
3.

a. Vérifier que y — z = 0 est une équation cartésienne du plan (HGB).

b. On admet qu’il existe un unique point L appartenant au plan (HGB) tel que
(ML) soit orthogonale a (HGB).

Vérifier que les coordonnées de ce point L sont
1 1

1+5-+t6-+ t).
( 2 2

¢. En déduire que la distance ML est indépendante de t.

4. Existe-t-il une valeur de t pour laquelle la distance MK est égale a la distance ML ?
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Exercice 4 (5 points)
Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité

On appelle suite de Fibonacci la suite (u,,) définie par uy, = 0, u; = 1 et, pour tout entier
naturel n,
Uptz = Ups1 T Uy

On admet que, pour tout entier naturel n, u,, est un entier naturel.

Les parties A et B peuvent étre traitées de facon indépendante.

Partie A

1.
a. Calculer les termes de la suite de Fibonacci jusqu’a uq.

b. Que peut-on conjecturer sur le PGCD de u,, et u,,,; pour tout entier naturel n ?

2. On définit la suite (1,) par v, = u2 — u,44 X U,_, pour tout entier naturel n non nul.

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, v,,,; = — v, .
b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul,
2 _ n-1
Up — Upypg X Up—1 = (_1)

c. Démontrer alors la conjecture émise a la question 1.b.

Partie B

On considére la matrice F = ( 1 (1) )

1. Calculer F? et F3. On pourra utiliser la calculatrice.

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul,

Fn o= (un+1 Un )
Up  Up—1
a. Soit n un entier naturel non nul. En remarquant que F?"*2 = F"*2 x F",
démontrer que
Uzn4z = Uny2 X Upyr T Unpg XUy

b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul,
Upnsz = Unpp — Up
4. On donne u, = 144.
Démontrer en utilisant la question 3. qu’il existe un triangle rectangle dont les longueurs

des cotés sont toutes des nombres entiers, I’une étant égale a 12.
Donner la longueur des deux autres cotés.
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